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ВВЕДЕНИЕ

Броуновское движение – это беспорядочное теп-
ловое движение малых частиц, взвешенных в
жидкости или газе. Открыто в 1827 г. Р. Бро-
уном как движение цветочной пыльцы (частиц
с размером ∼ 1 мкм) в воде, видимое при силь-
ном увеличении. Беспорядочное движение ча-
стиц обуславливается флуктуациями передава-
емого со стороны других частиц импульса. На-
правление движения постоянно меняется из-за
столкновений с другими частицами. Оценим ча-
стоту столкновений в газе за единицу времени,
записав выражение для полного потока частиц
на выделенную частицу:

𝐽 =
1

4
𝑛𝑣𝑟

Где 𝑣𝑟 - средняя отностительная скорость моле-
кул. Легко получить, что она в

√
2 раз больше

средней тепловой скорости газа (𝑣𝑟 =
√

2𝑣). Ес-
ли поток 𝐽 умножить на площадь поверхности
частицы, то получится частота столкновений в
единицу времени:

𝑓 =
√

2𝑛𝑣𝜎 = 4𝑛𝜎

√︂
𝑘𝑇

𝜋𝑚

Здесь 𝜎 = 𝜋𝑟2 - сечение столкновения, 𝑚, 𝑟 -
масса и радиус частицы. Для молекулы возду-
ха получаем (при нормальных условиях) 𝑓 ≈
0, 8 · 1010 Гц. Мы получили просто колоссальное
число столкновений. Такое количество столкно-
вений приводит к сложностям при описании дви-
жения частиц реального газа, ведь для полно-
го описания системы нужно знать скорости и
координаты всех частиц в каждый момент вре-
мени, а также учитывать взаимодействия меж-

ду ними. Даже имея доступ к самому мощно-
му компьютеру на земле, ученым бы потребова-
лись миллионы лет симуляции нескольких се-
кунд поведения газа. Однако эксперимент по-
казывает, что систему, находящуюся в равно-
весии можно описать двумя параметрами, счи-
тая, что каждая частичка движется абсолютно
случайно в каждый момент времени. Теорети-
чески в рамках молекулярно-кинетической тео-
рии газов броуновское движение было объясне-
но А. Эйнштейном и М. Смолуховским в 1905-
06 гг [1]. Тогда же (1906-10) законы броуновско-
го движения (1-й и 2-й законы Эйнштейна) были
подтверждены экспериментально Ж. Перреном и
Т. Сведбергом. В настоящее время развиты бо-
лее подробные обобщенные теории броуновско-
го движения, рассматриваемого как винеровский
случайный процесс [2].

В данной работе рассказано о некоторых по-
дробностях такого движения и эксперименталь-
но проверены законы броуновского движения
Эйнштейна-Смолуховского. Также присутству-
ют некоторые интересные дополнения о росте
DLA кластеров, химической агрегации и обра-
зовании коронного разряда.
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1 Броуновское движение

1.1 Законы Броуновского движе-
ния, траектория Броуновской
частицы

Броуновская частица после каждого столкнове-
ния изменяет свою скорость как по модулю, так
и по направлению. Движение при этом носит ха-
отический характер. Типичная траектория бро-
уновской частицы (рис. 1).

Рис. 1: Типичная траектория броуновской частицы
(100 шагов). Зелёная и красная точки - начальное и
конечное положения.

Какие-то скорости при этом встречаются ча-
ще, а какие-то реже. Очевидно, что нулевая и
бесконечная скорости почти наверное (с вероят-
ностью 1) не встретятся. Распределение по веро-
ятности иметь конкретную скорость в некотором
диапазоне было получено Максвеллом:

𝑑𝑊 (𝑣𝑥(𝑦,𝑧)) =

√︂
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
𝑒𝑥𝑝

(︃
−
𝑚𝑣2𝑥(𝑦,𝑧)

2𝑘𝑇

)︃
𝑑𝑣𝑥(𝑦,𝑧)

Где 𝑑𝑣𝑥(𝑦,𝑧) - размер интервала. Т.е 𝑑𝑊 (𝑣𝑥(𝑦,𝑧)) -
это вероятность зафиксировать скорость части-
цы в диапазоне скорости 𝑣𝑥(𝑦,𝑧) ÷ 𝑣𝑥(𝑦,𝑧) + 𝑑𝑣𝑥(𝑦,𝑧).
Индекс 𝑥(𝑦, 𝑧) означает, что формула верна как
для направления вдоль 𝑥, так и для 𝑦 и 𝑧.

Для средней величины скорости, имеем:

𝑣𝑥(𝑦,𝑧) =

√︂
𝑚

2𝜋𝑘𝑇

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑥𝑝

(︃
−
𝑚𝑣2𝑥(𝑦,𝑧)

2𝑘𝑇

)︃
𝑑𝑣𝑥(𝑦,𝑧)

Этот интеграл равен нулю, из-за четности
функции распределения. То есть 𝑣𝑥(𝑦,𝑧) = 0,
а значит и среднее смещение хаотически дви-
жущейся частицы должно быть равно нулю:
𝑥̄(𝑦, 𝑧) = 0.

Информативным является средний квадрат
смещения, который естественно не будет равен
нулю. Найти его достаточно просто: рассмотрим
простую модель одинаковых шагов (скорость ча-
стицы не меняется по модулю, но меняется по
направлению) частицы вроль оси 𝑥. Пусть ча-
стица каждый раз делает шаг размером 𝜆 в про-
извольную сторону. Дисперсия

𝜎2 =
Σ𝑁

𝑖 (∆𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝑁
= 𝜆2

Т.к математическое ожидание 𝜇 = 𝑥̄ = 0.
Через 𝑁 шагов частица будет иметь коорди-

нату 𝑥𝑁 = 𝑥𝑁−1 ± 𝜆. Тогда

𝑥̄2𝑁 = 𝑥̄2𝑁−1 ± 2𝑥̄𝑁−1𝜆+ 𝜆2

Ка мы выяснили 𝑥̄𝑁−1 = 0, т.е

𝑥̄2𝑁 = 𝑥̄2𝑁−1 + 𝜆2 = 𝑁𝜆2 =
𝑡

𝜏
𝜆2 (1.1)

Где 𝑡 - время блуждания, а 𝜏 - время свобод-
ного пробега. Мы получили, что

√
𝑥̄2 ∼

√
𝑡.
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Это значит, что в начале наблюдения, при ма-
лом 𝑡, модуль смещения от первоначальной ко-
ординаты будет достаточно быстро расти, но при
больших 𝑡 рост будет незначительный. Однако
lim𝑡→∞ 𝑥̄2 = ∞, т.е броуновская частица, в тео-
рии, побывает во всех местах галактики, однако
на это потребуется бесконечное время.

Смоделировать броуновское движение на
компьютере достаточно просто: частицу нуж-
но смещать на заданное расстояние (в моделе
одинаковых шагов) в произвольном направле-
нии. В двумерном случае это делается выбором
произвольного угла 𝜑 ∈ [0; 2𝜋], например так:
𝜑 = 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚() · 2𝜋; При большом количестве ша-
гов получается следующая картина:

Рис. 2: Траектория броуновского двужения. 108 ша-
гов.

Как было сказано выше, основные законы
броуновского движения были получены Эйн-
штейном и Смолуховским в начале 1900-х гг.
Согласно первому закону коэффициент при 𝑡 в
(1.1) связан с коэффициентом диффузии:

𝑥̄2 = 2𝐷𝑡 (1.2)

И это логично, ведь процесс диффузии газа про-
исходит именно за счет броуновского движения.

Согласно второму закону коэффициент диф-
фузии связан с подвижностью 𝐵:

𝐷 = 𝐵𝑘𝑇 (1.3)

В случае сферической частицы 𝐵 = 1/6𝜋𝜂𝑟 (За-
кон Стокса)

Третий, интуитивно понятный, закон объяв-
ляет все направления равноценными:

𝑥̄2 = 𝑦2 = 𝑧2

𝑟2 = 𝑥̄2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6𝐷𝑡 (1.4)

1.2 Броуновская частица во внеш-
нем поле, распределение Больц-
мана

Если БЧ будет находится в поле действия внеш-
них потенциальных сил (будем считать, что их
сумма направленна против оси Y), то к случай-
ному блужданию добавится постоянный дрейф в
сторону действия сил. В этом случае, очевидно,
больше молекул будет опускаться вниз, в сторо-
ну действия силы, а некоторые (с большой кине-
тической энергией) смогут улететь вверх. Функ-
ция распределения вероятности обнаружения ча-
стицы с данной высотой была получена Больц-
маном:

𝑑𝑊 (𝑦) =
1

𝑍
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑈(𝑦)

𝑘𝑇

)︂
𝑆𝑑𝑦

Где 𝑆𝑑𝑦 - интервал пространства (т.е вероят-
ность нахождения частицы в интервале 𝑆𝑦 ÷
𝑆𝑦 + 𝑆𝑑𝑦), а 𝑍 - статсумма, которая находится

из условия 1
𝑍

∫︀
𝑒𝑥𝑝

(︁
−𝑈(𝑦)

𝑘𝑇

)︁
𝑆𝑑𝑦 = 1, при инте-

грировании по всем возможным состояниям БЧ.
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Такое распределение легко получить при по-
мощи моделирования, добавив в модель одина-
ковых шагов смещение вниз на заданную ве-
личину в каждой итерации (постоянная ско-
рость дрейфа устанавливается после нескольких
столкновений).

Рис. 3: Распределение частиц по высоте (106 ча-
стиц). Получено при помощи модели одинаковых ша-
гов.

Рис. 4: Распределение частиц по высоте (106 ча-
стиц). Максимальная высота 600 ед. Минимальная
0. Ширина сосуда 800 ед. Размер интервала 3 · 800.
Получилось распределение Больцмана.

По прошествии некоторого времени блуж-
дания частиц получается слудущая картина
(рис. 3).

Если построить график зависимости количе-
ства частиц на интервале 𝑆𝑑𝑦 = 3·800 от высоты
то получим (рис. 4).

Мы видим, что это распределение хорошо оп-
проксимируется экспонентой, а значит это рас-
пределение Больцмана.

2 Винеровский случайный
процесс

2.1 Фрактальная размерность

Случайные блуждания частицы можно описать
как винеровский случайный процесс. В таком
процессе исчезает понятие свободного пробега,
в течение которого движение отдельной моле-
кулы существенным образом равномерно и пря-
молинейно, каждая молекула за конечное время
пробегает бесконечный путь, а любая из ее ко-
ординат есть функция, не имеющая производной
и принимающая бесконечное число раз макси-
мальные и минимальные значения в любом ин-
тервале.

Траектория движения частицы в таком про-
цессе самоподобна (рис. 5).

Одно из свойств фракталов - это дробная раз-
мерность. Размерность Хаусдорфа определяется
следующим образом:

𝐷 = lim
𝜖→0

− 𝑙𝑛(𝑁(𝜖))

𝑙𝑛(𝜖)

Где 𝑁(𝜖) - это количество фаров радиуса 𝜖, необ-
ходимое для покрытия исследуемого множества.

Фрактальная размерность Хаусдорфа для ви-
неровского процесса 𝐷 = 1, 5 [3].
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Рис. 5: Демонстрация масштабной инвариантности
винеровского процесса.

При хаотическом движении частицы, слу-
чайно блуждая в веществе, могут встречаться
и прилипать друг к другу. В результате этого
процесса могут получаться достаточно большие
структуры, образование которых мы рассмотрим
в следующем пункте:

2.2 DLA кластеры, химическая аг-
регация

Хорошим примером фракталов является DLA
кластер (Diffusion-limited aggregation), рост ко-
торого вызван слипанием свободно блуждающих
частиц.

Немного изменим программу из части 1: сде-
лаем так, чтобы частица могла блуждать не в
произвольном направлении, а в одном из че-
тырёх (сеточная структура поля). В центр по-
ля поместим затравочную частицу (на неё бу-
дут налипать другие частицы в самом начале) и
выпустим с произвольного положения частицу,

которая прилипнет к кристаллу, если окажется
рядом. После прилипания повторяем процедуру:
заново выпускаем БЧ и ждём, пока она не при-
липнет. Эффективнее при проверке прилипания
проверять не весь кристалл, а только ближай-
шие частицы и выпускать новые частицы с неко-
торого эффективного радиуса, который немного
больше размеров кристалла: это сильно ускорит
рост. [4]

После некоторого времени роста получается
вот такая красивая структура:

Рис. 6: DLA кластер.

Можно добавить вероятность прилипания,
которая будет определятся количеством сосед-
них частиц. В этом случае получится так назы-
ваемая химическая агрегация. Кристалл в таком
случае получается более плотным. Т.е его раз-
мерность увеличивается:
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Рис. 7: Химическая агрегация.

Если варьировать вероятность то можно по-
лучать более плотные кристаллы:

Рис. 8: Разная вероятность прилипания.

2.3 Симуляция коронного разряда с
просчетом поля уравнением Ла-
пласа

Интересной задачай является моделирование
пробоя, ведь это очень красивое явление:

В двумерном случае имеем заданное в каж-
дой точке электрическое поле, будем считать,
что бездивергентное, и скалярный потенциал.
Пусть также свободных зарядов нигде на поле
нет, тогда из уравнения Макселла для индук-
ции поток через любою поверхность будет равен
нулю: ∮︁

𝑆

(𝐷 ·𝑁)𝑑𝑆 =

∫︁∫︁
div𝐷𝑑𝑉 = 0 (2.1)

Если записать поток поля через клетку и при-
равнять к нулю, то получится уравнение Лапла-
са:

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 0 (2.2)

Используя это уравнение можно получить выра-
жение для потенциала в точке с координатами 𝑥
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и 𝑦:

𝜙(𝑥, 𝑦) =
1

4
(𝜙(𝑥− 1, 𝑦) + 𝜙(𝑥+ 1, 𝑦)

+𝜙(𝑥, 𝑦 − 1) + 𝜙(𝑥, 𝑦 + 1))
(2.3)

Имея (2.3), можно итеративно просчитывать по-
тенциал для всей решётки. Осталось придумать
правило для роста так называемого стримера.
Мы рассмотрим один из самых простых кри-
териев роста, а именно модель НПВ: Нимейе-
ром, Пьетронеро и Висманом [5] впервые была
предложена модель, которая позволяет описать
рост структур разряда в диэлектриках. В осно-
ве модели лежит предположение, что структура
растет случайным образом, причем вероятность
роста зависит только от локального электриче-
ского поля вблизи структуры.

Рис. 9: Симуляция пробоя в геометрии "острие –
плоскость". Потенциалы на разных сторонах диэлек-
трика помечены синим и зелёным цветами.

Для расчета электрического поля в диэлек-

трике область моделирования покрывается сет-
кой (например, квадратной в двумерном случае
или кубической — в трехмерном), на которой ре-
шается уравнение Лапласа. Рост начинается с
одной из точек на электроде. На каждом шаге
роста с некоторой вероятностью может образо-
ваться одна веточка разрядной структуры. Эта
веточка будет соединять два соседних узла сет-
ки, один из которых уже принадлежит разрядной
структуре, а другой является «диэлектриком».
Таким образом, из каждого узла двумерной сет-
ки может образоваться до восьми веточек, ес-
ли учитывать возможность роста и по диагона-
лям (для трехмерной сетки до 26 веточек). Мы
учтём только 4 направления. Пусть 𝐸 — сред-
нее значение проекции электрического поля на
направление, соединяющего два соседних узла
сетки, между которыми может образоваться но-
вая ветвь разрядной структуры. Обычно предпо-
лагают, что вероятность ее образования прибли-
женно равна 𝑝(𝐸) = 𝐸𝜂 где 𝜂 — так называемый
показатель роста, зависящий только от свойств
диэлектрика. На каждом шаге роста случайный
процесс выбора новой веточки структуры реа-
лизуется следующим алгоритмом. Пробегаем по
всем 𝑀 узлам решетки, в которые возможен
рост, и рассчитываем сумму:

𝑍 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝐸𝜂
𝑘 (2.4)

где величина 𝐸𝑘 — своя для каждой пары узлов
и находится на каждом шаге роста по текуще-
му распределению электрического поля. Затем
разыгрывается случайное число 𝜓 , равномерно
распределенное от 0 до Z. Для этого использует-
ся формула 𝜓 = 𝑍·𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚(). Затем повторно шаг
за шагом рассчитывается (2.4) до тех пор, пока
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текущая сумма Σ𝐸𝜂
𝑘 не станет больше 𝜓. Тот

узел, для которого сумма стала больше 𝜓, при-
соединяется к структуре. Новой образовавшейся
веточке присваивается значение потенциала того
электрода, с которого начался рост этого стри-
мера, после этого идет пересчет поля. Таким об-
разом формируется эквипотенциальная структу-
ра (рис. 9).

Такая модель роста принадлежит к классу
однозвенных моделей, в которых считается, что
проводящее звено, появившееся первым, подав-
ляет рост остальных на текущем временном ша-
ге.

При увеличении 𝜂 уменьшается ветвистость
структуры (рис. 10).

Рис. 10: Стримеры в диэлектриках с разным 𝜂.

3 Эксперимент

3.1 Экспериментальная установка и
метод проведения эксперимента

На (рис. 11) приведена фотография нашей экс-
периментальной установки, включающей в себя
микроскоп «Биолам» с веб-камерой «Trust» (раз-
решающая способность 1280х1024 пкс.), соеди-
ненной с компьютером.

Рис. 11: Экспериментальная установка.

К установке прилагается микрокювета с по-
кровным стеклом и объект-микрометр ОМ-П с
ценой деления 10 мкм. На (рис. 12) показан раз-
рез микрокюветы.

На стеклянной подложке 1 наклеены две
опорные полосы 2, между которыми располо-
жено прямоугольное основание микрокюветы 3,
верхняя поверхность которого на 0.2 мм ниже
верхней поверхности опорных полос. На осно-
вание микрокюветы шприцем наносится капля
раствора 4 и сверху накладывается покровное
стекло 5 толщиной ≈ 150 мкм.
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Рис. 12: Микрокювета.

Таким образом, между покровным стеклом
и основанием создается пространство, заполнен-
ное раствором. Каплю раствора нужно наносить
на основание таким образом, чтобы, с одной сто-
роны, она полностью покрыла основание и меж-
ду раствором и покровным стеклом не было пу-
зырьков воздуха. С другой стороны, нужно на-
носить такое количество раствора, чтобы жид-
кость не касалась опорных полос и не затека-
ла между ними покровным стеклом. Иначе рас-
твор будет втягиваться в создавшееся капилляр-
ное пространство и избавиться от потока жид-
кости во время измерений не удастся. После за-
правки кюветы и включения видеокамеры нужно
дождаться, пока видимое течение жидкости (по
общему движению БЧ) не прекратится. В каче-
стве осветителя в микроскопе установлен све-
тодиод синего цвета, позволяющий значительно
уменьшить "ореол"вокруг частиц за счет умень-
шения хроматических искажений.

С помощью программы "Brownian разрабо-
танной в НГУ, производилась трассировка дви-
жения броуновской частицы с интервалом в 1
секунду. Всего было записано 200 секунд дви-
жения (т.е 200 кадров). Интерфейс программы
на (рис. 13). Во время сьемки фильма микро-
скоп был настроен на увеличение в 40 раз.

Рис. 13: Программа "Brownian".

Каллибровка установки производилась с по-
мощью объекта-микрометра ОМ-П при увеличе-
нии в 4 раза (рис. 14).

Рис. 14: Один кадр фильма, обведена частица, за
которой производилось наблюдение. Справа объект-
микрометр ОМ-П. (Слева увеличение в 40 раз, спра-
ва в 4 раза)

После калибровки можно оценить размер ча-
стицы. В нашем случае её диаметр 𝑑 = 1, 8 ±
0, 1𝜇𝑘𝑚.

В результате, мы получили последовательные
положения частицы, которые условно можно со-
еденить прямыми (рис. 15).
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Рис. 15: Экспериментально полученная траектория
БЧ. 𝑑 = 1, 83± 0, 01𝜇𝑘𝑚

Для проверки 1 закона броуновского движе-
ния (1.2) нужно построить график зависимости
∆𝑟2 = ∆𝑥̄2 + ∆𝑦2 от 𝑡. Т.к 𝑡 = 𝑛𝜏 (𝜏 = 1 сек), то
(1.1) можно записать как

∆𝑥̄2 = 𝑛𝜆2

Для получения графика зависимости ∆𝑟2 от 𝑡
мы вычислили ∆𝑥̄2 и ∆𝑦2 для различных 𝑛
(табл. 16). В итоге получился следующий гра-
фик (рис. 17).

Рис. 16: Принцип получения Δ𝑥̄2 и Δ𝑦2 для различ-
ных 𝑛.

Рис. 17: График зависимости Δ𝑥̄2 и Δ𝑦2 и Δ𝑟2 от 𝑡.
Наблюдается линейная зависимость.

Как видно, получилась линейная зависи-
мость, а значит наблюдаемое нами движение де-
ствительно является броуновским.

Имея коэффициент наклона сразу получаем
коэффициенты диффузии 𝐷𝑥, 𝐷𝑦 и 𝐷𝑟:

𝐷𝑥 = 0, 176 ± 0, 005𝜇𝑘𝑚2/𝑠

𝐷𝑦 = 0, 184 ± 0, 005𝜇𝑘𝑚2/𝑠

𝐷𝑟 =
𝐷𝑥 +𝐷𝑦

2
= 0, 18 ± 0, 01𝜇𝑘𝑚2/𝑠
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4 Заключение

В данной работе нами были изучены законы бро-
уновского движения Эйнштейна-Смолуховского,
рассмотрено движение БЧ, как Винеровский
случайный процесс и экспериментально прове-
рен первый закон броуновского движения (1.2).
В эксперименте было получено, что наблюдаемое
в эмульсии движение частиц является броунов-
ским. С помощью графика зависимости ∆𝑟2 от 𝑡
был получен коэффициент диффузии.

Была описана простая модель броуновско-
го движения (модель одинаковых шагов), кото-
рая была смоделирована на компьютере. Модель
одинаковых шагов хороша не только своей про-
стотой, но и возможностью добавления в неё

внешнего воздействия на частицы. Как показал
компьютерный газ, распределение по потенци-
альной энергии БЧ после некоторого времени
совпадает с Больцмановским.

При хаотическом движении частицы, слу-
чайно блуждая в веществе, могут встречаться
и прилипать друг к другу. В результате этого
процесса могут образоваваться достаточно боль-
шие структуры, называемые DLA кластерами
(Diffusion-limited aggregation), образование ко-
торых мы рассмотрели с помощью модели оди-
наковых шагов. Модель химической агрегации
получается при варьировании вероятности при-
липания - таким образом можно получать раз-
ные по плотности и ветвистости структуры.
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